Неделя 3
Ортогональные ряды по ортонормированной системе. Основные элементарные функции

Лекция №3
Цель лекции: изучить понятия скалярного произведения, ортогональности и ортонормированности функций, коэффициентов и рядов Фурье по ортонормированной системе, а также основные элементарные функции комплексного переменного.
1. Скалярное произведение и норма функций
Для функций f и g, заданных на [a, b], скалярное произведение в простейшем вещественном случае определяется интегралом
(f, g) = ∫ₐᵇ f(x)g(x)dx
Для комплекснозначных функций используется комплексное сопряжение второй функции:
(f,g)=∫ₐᵇ f(x)·overline(g(x))dx
||f||=√ (f, f)

2. Ортогональные и ортонормированные системы
Система функций {φₙ} называется ортогональной, если скалярное произведение любых двух различных функций системы равно нулю.
(φ, φ) =0, n≠m
Если дополнительно ||φₙ||=1 для всех n, система называется ортонормированной.
(φ, φ) =δₙₘ

3. Коэффициенты Фурье по ортонормированной системе
Для функции f коэффициенты Фурье относительно ортонормированной системы {φₙ} определяются скалярными произведениями:
cₙ= (f, φₙ)
Соответствующий ортогональный ряд записывается в виде
Σₙ cₙφₙ
Для ортонормированной системы выполняется неравенство Бесселя:
Σₙ |cₙ|² ≤ ||f||²

4. Пример тригонометрической ортогональной системы
На симметричном интервале [−π, π] функции 1, cos nx и sin nx образуют ортогональную систему. В частности, интегралы произведений различных гармоник равны нулю.
∫₋π^π sin(nx)cos(mx)dx=0
∫₋π^π cos(nx)cos(mx)dx=0, n≠m

5. Основные элементарные функции комплексного переменного
К основным элементарным функциям комплексного переменного относятся степенная, показательная, тригонометрические и логарифмическая функции.
e^z=e^(x+iy) =e^x(cos y+i sin y)
sin z=(e^(iz)−e^(−iz))/(2i)
cos z=(e^(iz)+e^(−iz))/2
Комплексный логарифм является многозначной функцией:
ln z = ln|z| + i(arg z + 2πk),   k∈Z
6. Примеры
Пример 1. Проверить ортогональность функций 1 и x на [−1,1].
(1, x) =∫₋₁¹ x dx=0
Следовательно, функции 1 и x ортогональны.
Пример 2. Нормировать функцию φ(x)=1 на [−1,1].
||φ||²=∫₋₁¹1 dx=2, ||φ||=√2
φ₁(x)=1/√2
Пример 3. Найти e^(1+iπ).
e^(1+iπ) =e (cosπ+i sinπ) =−e

Контрольные вопросы
1. Что называется скалярным произведением функций?
[bookmark: _GoBack]2. Что называется нормой функции?
3. Какая система функций называется ортогональной?
4. Какая система называется ортонормированной?
5. Как определяются коэффициенты Фурье по ортонормированной системе?
6. Запишите неравенство Бесселя.
7. Какие элементарные функции комплексного переменного вы знаете?
8. Как определяется комплексная экспонента?
9. Почему комплексный логарифм является многозначным?
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